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Bakalarska prace se zabyva vybranymi aplikacemi Fibonacci csel a zlateho rezu. Prace
je rozdelena na dve hlavn casti.
Prvn cast zkouma vyskyt zlateho rezu v chemii. Konkretne jde o pomer polomeru
atomu ve slouceninach halogenidu alkalickych kovu, asymetricke rysy chemickych procesu,
stabilitu transuranovych prvku, energetickou hladinu elektronu plynu a spinove stavy
subatomarnch castic.
V druhe casti se zabyva simulac elektricke ste napajene ze dvou stran a vypoctem
jejch parametru. Na okraj, jako ukazka rozmanitosti vyskytu Fibonacci csel, je uveden
odstavec o zlatem rezu ve vztahu rostlin a hmyzu.
Summary
This bachelor thesis deals with golden ratio, its appearance and possible use in tech-
nical practice. It is divided into two main parts.
First part deals with golden ratio appearance in chemistry. Specicly inquire into
distance between centers of atoms in a halide salts compounds, asymmetric features of
chemical processes, stability of transuranic elements, energy levels of gas electrons and
spin number of subatomic elements.
Another part takes an interest in simulation of electrical power lines supplied by two
sides and calculatinon of its parameters. Last section is included in order to present variety
of Fibonacci numbers appearence. It shows us relations between insects and ower, where
insect live.
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Cíle, obsah a struktura práce
Hlavním pøínosem mé bakaláøské práce je zpracování vybraných témat o výskytu a apli-
kacích Fibonacci èísel ve fyzice, chemii a biologii.
Základem pro její zpracování bylo nastudování a analýza anglických originálù èlánkù
[1], [2], [3], [6]-[13] publikovaných v The Fibonacci Quarterly.
Bli¾¹í pøedstavu o rozsahu a rùznorodosti aplikací Fibonacci èísel lze získat z práce
[4], která zahrnuje odkazy na nejdùle¾itìj¹í publikace od roku 1638 do souèasnosti.
Do záøí 2010 byla vìt¹ina èlánkù velmi obtí¾nì dostupná (publikace nebyly k dispozici v
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Leonardo Pisano Bigollo (1170-1250)
V úvodu své práce bych rád uvedl fakta ze ¾ivota Leonarda Pisánského, jednoho z
nejvýznaènìj¹ích matematikù støedovìké Evropy. Podrobnosti z jeho ¾ivota nejsou známy
a¾ na vyjímky, které o sobì sám uvedl ve svých matematických spisech. Kupodivu se
nedochovalo ani ¾ádné dílo napsané jeho souèasníky, které by se o Leonardovi zmiòovalo.
Fibonacci se narodil okolo roku 1170 v rodinì Bonacci v Pise, tou dobou prosperující
obchodní centrum. (Pøezdívka "Fibonacci" je zkratkou "Filius Bonacci," syn Bonacciho.)
Jeho otec Guglielmo byl úspì¹ným obchodníkem, který chtìl, aby jeho syn pokraèoval v
rodinné tradici.
Okolo roku 1190 byl Guglielmo jmenován výbìrèím daní ve mìstì Béjaja v Al¾ír-
sku. Pøivezl s sebou Leonarda, aby se nauèil umìní poètù. V Bejája se Fibonaccimu
dostalo prvního vzdìlání od muslimského uèence, který jej zasvìtil do indo-arabského
èíslicového systému a indo-arabské poèítací techniky. Také Fibonaccimu poskytl knihu
Hisabal  jabrw0almuqabalah perského matematika al-Khowarizma, od které je odvozen
název algebra.
V dospìlosti Fibonacci èasto obchodnì cestoval do Egypta, Sýrie, Øecka, Francie a
Konstantinopole, kde studoval rùzné aritmetické systémy tehdy pou¾ívané a vymìòoval
si názory s tamními uèenci. Nìjaký èas také ¾il na dvoøe øímského císaøe Frederika II, kde
vedl vìdecké debaty s císaøem a jeho losofy.
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Kolem roku 1200, ve vìku asi 30 let, se Fibonacci vrátil domù do Pisy. Byl pøesvìdèen
o eleganci a praktické nadøazenosti indo-arabského èíslicového systému nad øímským, tou
dobou v Itálii pou¾ívaným. V roce 1202 vydal svou první práci, Liber Abaci (Kniha po-
ètù). Liber Abaci se vìnovala aritmetice a základní algebøe. Tímto byl Evropì pøedstaven
indo-arabský èíslicový systém a aritmetické algoritmy. Fibonacci v knize Liber Abaci de-
monstroval sílu indo-arabského systému mnohem dùraznìji ne¾ kterákoliv matematická
práce do té doby napsaná. O ¹est let pozdìji Fibonacci Liber Abaci pøepracoval a vìnoval
ji Michaelu Scottovi, nejslavnìj¹ímu astrologovi na dvoøe Frederika II.
Po knize LiberAbaci napsal Fibonacci dal¹í tøi významné knihy. Practica Geometriae
(Geometrie v praxi), napsanou v roce 1220. Je rozdìlena do osmi kapitol a je vìnována
Mistru Dominokovi, o kterém se také nedochovali podrobnìj¹í zprávy. Tato kniha zku¹enì
pøedstavuje geometrii a trigonometrii s euclidovskou pøesností a Fibonacciho vlastními
poznatky. Fibonacci pou¾il algebru k øe¹ení geometrických problémù a geometrii k øe¹ení
problému algebraických, co¾ byl významný pokrok pro tehdej¹í Evropu.
Jeho dal¹í dvì knihy, Flos (Kvìtenství nebo Kvìtina) a Liber Quadratorum (Kniha
ètvercù nad èísly), byly vydány v roce 1225. Pøesto¾e obì pojednávali o teorii èísel,
Liber Quadratorum získala Fibonaccimu povìst hlavního uèence v oblasti teorie èísel
od øeckého matematika Diophanta (cca roku 250) a¾ po francouzského matematika Pierra
de Fermanta (1601-1665). Flos a Liber Quadratorum dolo¾ily Fibonacciho genialitu a
originalitu nápadù, které pøevy¹ovaly schopnosti vìt¹iny uèencù té doby.
V roce 1225 chtìl Frederik II. otestovat Fibonacciho talent, tak jej pozval na mate-
matický turnaj poøádaný na svém dvoøe. Soutì¾ se skládala ze tøí úkolù. První byl najít
















Druhým úkolem bylo nalézt øe¹ení kubické rovnice x3+2x2+10x  20 = 0. Fibonacci




b a udal pøibli¾né øe¹ení
1,3688081075, které je správné na devìt desetinných míst. Tato odpovìï se objevuje v
knize Flos bez jakéhokoliv vysvìtlení.
Zadání tøetího úkolu se také objevuje v knize Flos. Formulace problému je následující:
Tøi lidé si rozdìlují mì¹ec penìz na 1/2, 1/3 a 1/6. Ka¾dý bere z mì¹ce dokud není
prázdný. První osoba pak navrátí polovinu z toho co vzala, druhá tøetinu a tøetí ¹estinu.
Navrácenou èástku si poté mezi sebe rozdìlí rovným dílem, tak¾e ka¾dý vlastní èástku,
která mu nále¾í.
Fibonacci dokázal, ¾e tento problém není dobøe podmínìn a udal øe¹ení 47 jako
nejmen¹í mo¾né. ®ádný z Fibonacciho konkurentù nebyl schopen vyøe¹it kterýkoliv z
tìchto problémù.
Fibonacciho pøínos, jak pedagogický tak obèanský, rodnému mìstu si uvìdomoval
nejen císaø Frederik II., ale i významné osobnosti let následujíchích. Dnes stojí v Pise
Fibonacciho socha poblí¾ ©ikmé vì¾e, na protìj¹ím bøehu øeky Arno.
Nedlouho po Fibonacciho smrti, kolem roku 1240, zaèali ital¹tí obchodníci oceòovat
praktiènost indo-arabského èíslicového systému a postupnì jej pøijali. Liber Abaci pøetr-
vala jako evropský standard po více jak dvì století a sehrála významnou roli v nahrazení
nepraktického øímského èíslicového systému.
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1.1. FIBONACCI POSLOUPNOST A ZLATÝ ØEZ
1.1. Fibonacci posloupnost a zlatý øez
Fibonacciho posloupnost je rekurentnì zadána vztahem
Fn =
8>>><>>>:
0 pro n = 0;
1 pro n = 1;
Fn 2 + Fn 1 jinak.
(1.1)








pro n = 0; 1; 2; ::: (1.2)






= 0; 618 033 988 749 894 848:::
Pravdìpodobnì se zlatý øez vùbec poprvé vyskytl jako øe¹ení Euklidovy úlohy o úseèce,
její¾ formulace je následující: "Rozdìl úseèku na dva díly tak, aby obdélník, jeho¾ jedna
strana je celá úseèka a druhá strana je jeden z dílù, mìl stejný obsah jako ètverec nad
druhým dílem." Zapsáním do rovnice dostaneme:
a(a  x) = x2
Upravou rovnice a dosazením délky úseèky (a = 1) dostaneme jednoduchou kvadratickou
rovnici










=  1; 618::: :
neuva¾ujeme vzhledem k zadání, ¾e hledaný koøen reprezentuje délku úseèky. Nazveme
jej '
0
. Èíslo ' je jediné kladné èíslo, které zvìt¹ením o jednièku dává svoji pøevrácenou






= 1; 618::: (1.3)
Zlatý øez ' se neobjevuje pouze v matematice, ale i v jiných oborech, jako je napøíklad
chemie, fyzika, teorii umìní, teorie hudby. Nìkterými ménì známými aplikacemi se budu
zabývat ve své práci, upøesním v následujícím odstavci.
Konkrétnì ve tøetí kapitole budeme studovat souvislost Fibonacci èísel a periodické
tabulky prvkù. Základem pro vypracování této èásti práce jsou èlánky [3], [5], [6], [8], [9],
[10], [11], [12]a [13].
Tøetí kapitola , mé práce se zabývá aplikací Fibonacci èísel v sí»ové analýze teorie
elektrického vedení. K této èásti práce byli zpracovány èlánky [1], [2], [5]. Jako názor-
nou ukázku rozmanitosti aplikací Fibonacci èísel jsem na závìr práce zpracoval èlánek o
výskytu Fibonacciho èísel v biologii. Tato èást vychází ze èlánku [7].
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2. Aplikace Fibonacci èísel v chemii
V následující kapitole budeme studovat aplikace Fibonacci èísel a zlatého øezu
v chemii. Tato èást textu vychází z publikací E. H. Huntley [3], A. A. Morton [6] a J.
Wlodarski [8, 9, 10, 12, 13] a informací z internetové adresy www.chemicool.com.
2.1. Fibonacci posloupnost a periodická tabulka
Existuje jistá analogie mezi Euklidovou úlohou o úseèce a vzdálenostmi støedù atomù
v slouèeninách. Jako pøíklad uveïme halogenidy alkalických kovù, které mají extrémní
hodnoty reaktivity v ka¾dé øadì periodické tabulky na obou stranách. Krat¹í èást Eukli-
dovy úseèky oznaèíme písmenem a a del¹í èást písmenem b. Kart¹í èást a reprezentuje
kovalentní polomìr atomu halogenu X a del¹í èást b znaèí polomìr atomu alkalického
kovu M ve stejné øadì periodické tabulky. Prùmìrná hodnota pomìru X/M je pro pìt
øad 0; 605  0; 043 (s odchylkou 7%) . Tento prùmìr se li¹í od zlatého pomìru o 2,2%,
co¾ se dá pova¾ovat za chybu experimentu. Tento výsledek ov¹em dávají pouze slouèe-
niny s kovalentní vazbou (tedy atomy s kovalentním polomìrem). Výpoèty zalo¾ené na
iontových polomìrech dává pomìr 2,27 s 36% poklesem od první øady po ètvrtou.
1 2 3 4 5
Pozorovaný Souèet Upravující
Halogen kovalentní Pomìr pozorovaných faktor R,
polomìr A X/M polomìrù pozorovaný/souèet
X M X M X M
LiF 0,72 1,23 0,585
NaCl 0,99 1,54 0,643 2,26 1,95 0,44 0,79
KBr 1,14 2,03 0,562 3,02 2,53 0,39 0,80
RbI 1,33 2,16 0,616 3,30 3,17 0,40 0,68
CsAt 1,45 2,35 0,618 3,68 3,49 0,39 0,67
Fr? 3,80
prùmìr 0,605 min 0,39 0,67
teorie 0,618
výpoèítáno
Fr? 1,56 2,55 0,610
K pøiblí¾ení pozice periodické tabulky ve Fibonnaciho posloupnosti pou¾iji jednotku délky
1 angstrong (1A=100pm). Pro kovalentní polomìry lithia a uoru zkonstruujeme nejmen¹í
obdelník o rozmìrech a,b. Od tohoto obdelníku a ètverce b  b mù¾eme zkonstruovat stále
vìt¹í obdelníky a ètverce stejným zpùsobem. Støedy ka¾dého ètverce jsou vzestupnì ozna-
èeny znaèkou alkalického kovu od lithia (Li) k franciu (Fr). Tudí¾ vzor pro Fibonacciho
posloupnost je zøejmý. Prolo¾ením støedù ètvercù køivkou dostáváme Fibonacciho spirálu,
tedy spirálu kterou mù¾e nalézt napøíklad ve tveru galaxií, ulitì hlavono¾cù, rozích afric-
kého kudu. Zpìtný výpoèet k 0A nás pøivede k tomu, ¾e první øada periodické tabulky
pøibli¾nì odpovídá devátému èlenu Fibonacciho posloupnosti.
Fn = Fn 2 + Fn 1
Uvedenou konstrukci mù¾eme názornì sledovat v následujícím obrázku 1.
12
2.1. FIBONACCI POSLOUPNOST A PERIODICKÁ TABULKA
Druhý sloupec tabulky ukazuje, ¾e hodnoty na
sebe nenavazují pøesnì ve smyslu Fibonacciho posloupnosti (následující èlen dostaneme
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2.2. FIBONACCI ÈÍSLA VE SVÌTÌ ATOMÙ
souètem dvou pøedcházejících). Stejná situace je patrnná i ve ètvrtém sloupci, kde je souèet
pro chlór 2,26 namísto 0,99 a pro sodík 1,95 místo 1,54. Taková odchylka pravdìpodobnì
pramení z faktu, ¾e pøímka (souèet dvou polomìrù) neprochází stejnorodým prostøedím,
mìrný objem halogenu je mnohem men¹í a atomová hmotnost mnohem vìt¹í ne¾ mìrný
objem a atomová hmotnost kovu v ka¾dém páru. V pátém sloupci porovnáme pozorované
hodnoty se souètovými pro ka¾dý polomìr ka¾dého prvku X a M . Uká¾e se ¾e hodnoty
dosahují minim 0,39 pro halogeny a 0,67 pro kovy. Zapsáno vzorcem:
an = R (Fn 2 + Fn 1)
kde R nabývá hodnot 0,39 nebo 0,67 podle toho je-li Fn halogen nebo alkalický kov.
S tìmito pomìry mù¾eme pøedpovìdìt neznámý halogen, který by tvoøil pár s fran-
ciem. Jeho polomìr by byl pøilbli¾nì 1,56 a polomìr francia 2,55. Pomìr X/M pro tuto
neznámou sùl by byl 0,610. Tento prvek má atomové èíslo 117. Jmenuje se ununseptium.
Tato hypotetická slouèenina nebyla doposut vytvoøena.
2.2. Fibonacci èísla ve svìtì atomù
U atomù se setkáváme se ètyømi základními nesoumìrnostmi:
1. Ve skladbì protonù a neutronù v atomovém jádøe.
2. V rozdìlení ¹tìpných fragmentù podle nukleonového èísla (A), pøi odstøelování tì¾-
kých jader pomalými neutrony.
3.V rozdìlení izotopù stejných stabilních prvkù.
4. V rozdìlení vyzaøovaných èástic v opaèných smìrech pøi slabém mezijaderném pù-
sobení.
Ukázalo se, ¾e èíselné hodnoty v¹ech tìchto nesoumìrností se pøibli¾nì rovnají zlatému
øezu a èísla tvoøící tuto èíselnou hodnotu odpovídají Fibonacciho èíslùm nebo èíslùm jim
blízkým:
1. Protonové èíslo Z se u nejlehèích stabilních jader zpravidla rovná neutronovému
èíslu N . Pokud se neutronové èíslo zvý¹í, podíl proronového a neutronového èísla Z=N
se sní¾í, a to pøibli¾nì k hodnotì 0,6. U prvkù s vy¹¹ím protonovým èíslem, jako pøíklad
vezmìme uran 92U238, tedy prvek s nejvìt¹ím poètem protonù nacházející se v pøírodì.
Maximálnì mù¾e mít 146 neutronù a pomìr Z=N se rovná 0,630, co¾ je èíslo, které se li¹í
od zlatého pomìru pouze o 0,012 (pokud jej zaokrouhlíme na tøi desetinná místa).
2. Je známo, ¾e soumìrné ¹tìpení tì¾kých jader je velice vzácné. Vezmìme pøípad




Uran se roz¹tìpí na dva prvky s nukleonovým èíslem A=118 pouze v 1% pøípadù. Daleko
èastìji se roz¹tìpí na dva prvky v nukleonovým èíslem v rozmezí 89-99 a 144-134. Nuk-
leonové èísla 89 a 144 jsou pøíkladem jaderné reakce, kde se uran roz¹tìpí na krypton,











a jsou rovna dvìma po sobì následujícím èlenùm Fibonacciho posloupnosti. Jejich pomìr
89/144=0,618056. . . dává velmi dobrou aproximaci zlatého pomìru. Je zajímavé, ¾e poèety
protonù a neutronù ¹tìpných fragmentù ve vý¹e uvedené reakci, jsou èísla blízká èlenùm
Fibonacciho posloupnosti, jak ukazuje následující tabulka.
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2.3. PØEDPOKLÁDANÝ KONEC PERIODICKÉ TABULKY
Èástice U Kr Ba Èleny Fib. posl.
Protony 92 36 56 89 34 55
Neutrony 144 53 88 144 55 89
Nukleony 236 89 144 233 89 144
Z reakce mohou vzejít i kombinace jiných párù ne¾ Kr - Ba, ale tato dvojce se vyskytuje
nejèastìji.
3. Kdy¾ se protonové èíslo Z prvku zvy¹uje, zvy¹uje se s ním i poèet izotopù stejného
stabilního prvku a dosáhne maxima (10 izotopù) pro Z=50. Pro Z rostoucí nad 50 se po-
èet izotopù postupnì zmen¹uje. Tímto se celá øada stabilních prvkù rozdìlí na dvì èásti,
které dávají pomìr 32=50 = 0; 640. Tato hodnota se li¹í od zlatého øezu pouze o 0,022.
Výzkum parity slabé interakce ukázal, ¾e:
a) -rozpad polarizovaných neutronù je proces s asymetrickými rysy. Výsledek experi-
mentu, který rozhodl o poru¹ení principu parity pøi slabé interakci byl následující:
Intenzita -záøení paralelního k neutronovému spinu
Intenzita -záøení antiparalelního k neutronovému spinu
= 0; 62 0; 10
V rozmezí tohoto pomìru le¾í èíselná hodnota zlatého øezu.
b) Rùzné typy hyperonového rozkladu jsou také procesy s asymetrickými rysy. Byla pro-
vedena øada pokusù v laboratoøích za úèelem prozkoumání rozdìlení vyzaøovaných èástic.
Tímto bylo zji¹tìno ¾e vyzaøování smìrem vzhùru pøeva¾uje nad vyzaøováním smìrem
dolù, jak ukazuje následující tabulka.
Vyzaøované èástice Pomìr Odchylka pomìru
Pokus Poèet ve smìru # = " # = " od
èíslo # " zlatého øezu
1 138 215 0,642 0,024
2 81 129 0,628 0,010
3 105 158 0,665 0,047
Co¾ nám opìt dává pomìrnì dobrou aproximaci zlatého pomìru.
2.3. Pøedpokládaný konec periodické tabulky
Dlouhou dobu obýval konec periodické tabulky uran s protonovým èíslem Z=92. Od po-
loviny tøicátých let minulého století se provádìly experimenty s bombardováním uranu
neutrony, které vyústily ve vznik transuranových prvkù, tedy prvkù s protonovým èíslem
vy¹¹ím ne¾ 92. Tyto prvky podléhají samovolnému ¹tìpení a poloèasy rozpadu jsou v roz-
mezí milionù let (izotop plutonia 94Pu
244 -80 milionù let) a¾ jednotky milisekund (izotop
rutherfordia 104Rf
256 - 6,2 ms). Poloèasy rozpadu izotopù stejného prvku jsou rùzné. Dnes
obsahuje periodická tabulka 118 prvkù. Poslední prvek, ununoctium, byl pøipraven v roce
2002. Pøedpokládáme-li, ¾e je periodická tabulka koneèná, naskýtá se nám otázka, který
prvek ji uzavírá.
Musíme vzít na vìdomí, ¾e vytvoøení transuranových prvkù, kromì naplnìní v¹ech
ostatních po¾adavkù, závisí na hodnotì ¹tìpného parametru Z2=A (kde A je nukleonové
15
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èíslo) pro ka¾dé jádro. Tento parametr je kritériem nestability s rostoucí tendencí pro
zvìt¹ující se : 92U238 = 35; 6; 94Pu
239 = 37; 0; 98Cf
246 = 39; 0; atd. Limitní hodnota
¹tìpného parametru, kdy je je¹tì prvek relativnì stabilní, je 44. Následující tabulka zná-





































Na zaèátku sedmdesátých let, kdy mìla periodická tabulka 104 prvkù, se na základì
teoretických úvah pøedpokládalo, ¾e posledním èlenem tabulky bude prvek s protonovým
èíslem 114, konkrétnì izotop 114Uuq
298, jeho¾ ¹tìpný parametr je 43,6, co¾ je èíslo velmi
blízké limitní hodnotì. Jeho pomìr protonù a neutronù Z=N = 0; 6195:::, tedy èíslo dobøe
aproximující zlatý pomìr.
Pùvodní pøedstava o pøípravì prvku byla, ¾e se bude uran bombardovat svými ionty
(ted atomy se stejnám protonovým i nukleonovým èíslem, li¹ící se o jeden nebo více
elektronù), za vzniku hypotetické slouèeniny 184X476, která se asymetricky rozpadne na
jádro se 114 protony (ununquadium Uuq), ytterbium a 12 neutronù:
92U
238 +92 U
238  !184 X476  !114 Uuq298 +70 Yb166 + 120n1:
Tento prvek se podaøilo vytvoøit, av¹ak jinou reakcí, v roce 1998 vìdcùm v jaderné
laboratoøi v Dubnì v Rusku. Místo reakce uranu se svým iontem, byl pou¾ito plutonium
94[Pu]244, které bylo bombardováno ionty vápníku 20[Ca]48:
94Pu
244 +20 Ca
48  !114 Uuq292 + 30n1:
Jeho poloèas rozpadu je 18 ms.
Fakt, ¾e není poslední, vy¹el na jevo nìkolik let pozdìji, kdy se opìt v Dubnì podaøilo
pøipravit prvky s vìt¹ím protonovým èíslem. V roce 2000 byla publikována pøíprava prvku
ununhexia 116Uuh
296, jako reakce curia s vápníkem:
20Ca
48 +96 Cm
248  !116 Uuh296  !116 Uuh293 + 30n1:
V souèasné dobì poslední prvek periodické tabulky byl objeven v roce 2002. Unu-
noctium 118Uuo
294 bylo pøipraveno jako reakce california a vápníku:
98Cf
249 +20 Ca
48  !118 Uuo294 + 30n1:
Poloèas rozpadu byl vypoèten na 0,89 ms.
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Ununpentium 115Uuo
288 se v roce 2003 podaøilo pøipravit jak v Dubnì tak v USA




243  !115 Uuh291  !115 Uuh288 + 30n1:
Prvrk má poloèas rozpadu 87,5 ms.
Jako poslední se teprve v loòském roce (2010) podaøilo vìdcùm v ruském Dubnì
pøipravit prvek se 117 protony, ununseptium 117Uus
294 a 117Uus
293. Prvky byly pøipraveny
bombardováním berkelia ionty vápníku:
20Ca
48 +97 Bk
249  !117 Uus297  !117 Uus294 + 30n1:
20Ca
48 +97 Bk
249  !117 Uus297  !117 Uus293 + 40n1:
Prvky mají poloèas rozpadu 78 a 14 ms.
Prvky se ¹tìpným parametrem Z2=A vìt¹ím ne¾ 44 nemù¾ou prakticky existovat, pro-
to¾e se rozkládají ji¾ pøi vzniku. Nìkteré teoretické úvahy naznaèují, ¾e posledním stabil-
nìj¹ím prvkem by mohl být prvek [126Y310]. Jeho ¹tìpný parametr je ov¹em vy¹¹í ne¾ 51,
tudí¾ je otázkou povede-li se jej vùbec pøipravit.
2.4. Fibonacci a energetické hladiny elektronù plynù
Uva¾ujme mno¾ství ideálnì zjednodu¹ených atomù vodíkového plynu. Pak ka¾dý
elektron v ka¾dém atomu vodíku se nachází na základní energetické hladinì 0. Energii
postupnì získává a ztrácí tak, ¾e pøíjme nebo vyzáøí kvantum radiaèní energie. Pokud
elektron pøíjme energii, mù¾e se posunout na první nebo druhou energetickou hladinu
(jsou tedy tøi hladiny, na kterých se mù¾e elektron nacházet - 0, 1, 2).
Proveïme následující pøedpoklady:
1. Pokud plyn pøíjme radiaèní energii, v¹echny elektrony z hladiny 1 se pøesunou na
hladinu 2. Polovina elektronù ze stavu 0 se pøesune na hladinu 1 a druhá polovina se
pøesune na hladinu 2.
2. Pokud plyn vyzáøí energii, v¹echny atomy z hladiny 1 klesnou na hladinu 0. Polovina
elektronù z hladiny 1 klesne na hladinu 1 a druhá polovina klesne na hladinu 0.
Následující tabulka znázoròuje postupné èásti celkového poètu atomù nacházejících se
v jednotlivých stavech. Tyto èásti se výhradnì skládají z Fibonacci èísel. Zajímavé je, ¾e
èást atomù na energetické hladinì 1, nabývá konstantní hodnoty 38%, pro poèet atomù
jdoucí do nekoneèna. Tato hodnota lze vyjádøit pomocí zlatého øezu:















































2.5. ZLATÝ ØEZ A ELEMENTÁRNÍ ÈÁSTICE




1 2 3 5 8 13 21















21 ! 1  '




13 0! ' nebo 0
2.5. Zlatý øez a elementární èástice
V následující èásti se budu zabývat subatomárními èásticemi, které se skládají z èás-
tic elementárních. Za souèasného stavu poznání jsou za elementární èástice pova¾ovány
fermiony a bosony. Fermiony jsou kvarky (u, p, c, s, t, b) a leptony (elektron a neutrino).
Pro tento èlánek si vystaèíme s fermiony, konkrétnì kvarky. Proto se dále nebudu zabý-
vat bosony ani leptony. Z kvarkù jsou tvoøeny mezony a baryony. Spoleènì tvoøí skpinu
zvanou hadrony.
Baryony jsou èástice slo¾ené ze tøí kvarkù. Jako pøíklad baryonu uvedu proton, který se
skládá ze dvou kvarkù u a jednoho kvarku d (uud) a odpovídající antièástice, antiproton,
který se skládá z odpovídajících antikvarkù (uud).
Mezony jsou èástice, které se skládají z jednoho kvarku a jednoho antikvarku. Mezony
jsou èástice velmi nestabilní (¾ivotnost 10 8 sekund). Nabité mezony se rozpadají za vzniki
elektronù a z nenabitých mezonù vznikají fotony.
Dal¹ím pojmem potøebným k pochopení této èásti je spin, základní vlastnost elemen-
tárních i slo¾ených èástic. Spin je kvantová vlastnost èástic, pro kterou není ekvivalentu
v klasické fyzice. Vyjadøuje vnitøní moment hybnosti a nabývá celoèíselných nebo poloèí-
selných násobkù redukované Planckovy konstanty (h _=1; 05:10 34Js).
Mezony i baryony se seskupují za úèelem vìt¹í stability. Ukázalo se ¾e nejstabilnìj¹í
jsou skupiny s poètem èástic 35 a 56.
Skupina o 35 èlenech mù¾e být zformována ze 17 známých mezonù, které mají negativní
paritu. Osm z tìchto èástic má nulový spin, tudí¾ mohou nabývat pouze jednoho spinového
stavu, a to nuly (0). Jsou to èástice: pion () (skládá se ze tøí mezonù), kaon ()(4 mezony),
eta () (1 mezon).
Zbývajících 9 mezonù: ro () (slo¾en ze tøí mezonù), fí ()(jeden mezon), omega
(!)(jeden mezon) a dal¹í kaon mají spinové èíslo 1, tudí¾ mù¾ou nabývat tøí spinových
stavù (-1, 0, +1).
Co¾ celkem dává 8x1 + 9x3 = 35 spinových stavù.
Skupina s 56 èleny se skládá z 56 baryonù nebo 56 anitbaryonù, které mají pozitivní
paritu. Osm z tìchto èástic: nukleon (dva baryony), lambda () (jeden baryon), sigma
()(tøi baryony), chí ()(dva baryony) mají spinové èíslo 1/2. Mù¾ou se tedy nacházet
ve dvou spinových stavech (-1/2, +1/2). Dal¹ích deset èástic: delta ()(ètyøi baryony),
dal¹í sigma () a chí (), omega (jeden baryon) mají spin 3/2, tedy se mù¾ou nacházet
ve ètyøech spinových stavech (-3/2, -1/2, 1/2, 3/2).
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Celkem dostáváme 8x2 + 10x4 = 56 spinových stavù.
Na tomto pøíkladu je názornì vidìt, ¾e pomìr spinových stavù dvou nejstabilnìj¹ích
seskupení elementárních èástic dává dobrou aproximavi zlatého øezu. Pomìr 35=56 =
0; 625, co¾ je hodnota, která se pd zlatého øezu (zaokrouhlené hodnoty na 0,618) li¹í
pouze o 0,007.
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3. Ostatní aplikace Fibonacci èísel
V následující kapitole budeme studovat aplikace Fibonacci èísel a zlatého øezu v si-
mulaci elektrické sítì a u vztahu hmyzu a rostlin. Tato èást textu vychází z publikací S.
L. Basin [1], G. Ferri [2], J. De Vita [7] a J. Wlodarski [11].
3.1. Výskyt Fibonacci a Lucas èísel v simulaci elek-
trické sítì napájené dvìma zdroji
3.1.1. Úvod do problému
Pøi rozboru nìkterých fyzikálních struktur je obzvlá¹tì dùle¾itá mo¾nost vymodelovat
je za pomoci elektrického obvodu, proto¾e to umo¾òuje urèit charakteristické chování ve
smyslu jednoduché obvodové analýzy. Kromì toho je zajímavé porovnávat rùzné metody
nepøímého mìøení s metodou pøímou, která nemusí být v¾dy jednoduchá nebo vy¾aduje
pou¾ití poèítaèových programù, které v nìkterých pøípadech nemusí konvergovat. Z ma-
tematického pohledu mù¾e být modelování elektrichých obvodù pøínosné ve vìci testování
softwareových algoritmù pro øe¹ení soustav lineárních rovnic.
Jako model pro napodobení elektrického vedení pou¾ijeme symetrickou ¾ebøíkovou sí».
Fibonacciho a Lucasova èísla vystoupí z analýzy distribuce energie ke spotøebitelùm.
3.1.2. Modelování sítì elektrického vedení
Uva¾ujme vedení vysokého napìtí napájeného ze dvou zdrojù, které dodává energii
spotøebitelùm podél vedení, jak ukazuje Obrázek 1.
VA VB
Spotøebitel 1 Spotøebitel n
Obrázek 1: Elektrické vedení napájené dvìma zdroji
®ebøíková struktura (Obrázek 2) mù¾e být pou¾ita jako diskrétní model elektrického
vedení. Kvùli zjednodu¹ení uva¾ujme n spotøebitelù, kteøí mají stejnou spotøebu energie,
realizovanou za pomoci n stejnì velkých vertikálních odporù Z2, umístìných ve stejných
vzdálenostech, charakterizovaných stejnì velkými horizontálními odpory Z1.
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 VA VB




Obrázek 2: ®ebøíková sí» jako model elektrického vedení
3.1.3. Rozbor ¾ebøíkové sítì
S vyu¾itím principu superpozice mù¾eme sí» z Obrázeku 2 získat jako slo¾ení sítí z
Obrázkù 3 a 4. Analýza tìchto sítí ( 3 a 4 ) je zalo¾ena na studiu sítì na Obrázku 5,
pøidáním zátì¾ného odporu.
VA Z1




Obrázek 3: ®ebøíková sí» napájená zdrojem VA
Z1 VB
0
1 x n n+ 1
Z1 Z1
Z2 Z2 Z2
Obrázek 4: ®ebøíková sí» napájená zdrojem VB
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V Z2
0 1 x n  1 n
Z1 Z1 Z1
Z2 Z2
Obrázek 5: ®ebøíková sí» o n identických buòkách
V¹echny elektrické parametry ¾ebøíkové sítì, skládající se z n identických bunìk, mo-
hou být zapsány jako podíl obou parametrù, které charakterizují ka¾dou buòku [ faktor
buòkyK(s) = Z1(s)=Z2(s)] a polynomy vK, jejich¾ koecienty jsou vstupy dvou èíselných
trojúhelníkù zvaných DFF a DFFz:
n K0 K1 K2 K3
0 1
1 1 1
2 1 3 1
3 1 6 5 1






n K0 K1 K2 K3
0 1
1 2 1
2 3 4 1
3 4 10 6 1
... . . .
DDFz trojùhelník
V stupy =
0@ n+K + 1
n K
1A
Oznaème bn a Bn polynomy jejich¾ koecienty jsou vstupy trojúhelníkù DFF a DFFz.
Tyto polynomy se shodují s Morgan-Voyce polynomy.
Pozn: Morgan-Voyce polyom je rekurentnì zadán vztahy
bn(x) = xBn 1 + bn 1(x) pro x  1
Bn(x) = (x+ 1)Bn 1 + bn 1(x) pro x  1
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kde b0 = B0 = 1.
Rekurentní zadání Fibonacci polynomu:
Fn+1(x) = xFn(x) + Fn 1(x)









Lucas polynom má explicitní pøedpis
Ln(x) = 2
 2 hx px2   4n + x+px2   4ni
V¹echny elektrické charakteristiky sítì zobrazené na Obrázku 5 mohou být vyjádøeny
pøímo, v uzavøené formì, za pomoci tìchto polynomù, pokud jsou v¹echny buòky stejné.
Sítì nakreslené na Obrázcích 3 a 4 jsou velmi podobné síti z Obrázku 5. Jedinný
rozdíl je ve skuteènosti, ¾e poslední buòka sítì na Obrázku 5 má zátì¾ný odpor nekoneèné
hodnoty. Mù¾eme nyní napsat elektrické charakteristiky pro sítì na Obrázcích 3 a 4 stejnì
jednodu¹e jako pro sí» na Obrázku 5, také v uzavøené formì.
















(0  x  n+ 1) (3.2)







(0  x  n+ 1) (3.3)












(0  x  n+ 1) (3.4)
Oznaèíme Ix1 proud tekoucí do x-tého horizontálního odporu a Ix2 proud tekoucí do x-tého
vertikálního odporu. Mù¾eme nyní napsat stejné vyjadøení pro proud u¾itím vlastnosti




























(0  x  n) (3.6)
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Uva¾ujme na síti pøípad lichých n, pro která existuje støední bod pro napìtí a vertikální
proud a je denován pro x = m = (n+ 1)=2. V tomto bodì, z (3.4), mù¾eme psát




















pro x = m = (n+ 2)=2, vytahy (3.4)-(3.6) stále platí.
Zejména nás zajímá urèení výkonu rozdeleného ve vertikálních odporech (proto¾e























Fibonacci a Lucas èísla se objevují v pøípadì K = 1, co¾ odpovídá Z1 = Z2 = R. V







(0  x  n) (3.12)
Vm = (VA + VB)
F(n+1)
F2n+2




































































Poslední dva vztahy ukazují, ¾e spotøeba energie u¾ivately je také funkcí Fibonacci a
Lucas èísel.
24
3.1. VÝSKYT FIBONACCI A LUCAS ÈÍSEL V SIMULACI ELEKTRICKÉ SÍTÌ NAPÁJENÉ DVÌMA ZDROJI
3.1.4. Praktický pøíklad
Uva¾ujme rozlo¾ení proudu ve vertikálních odporech pro pøípad n = 3, znázornìno na
Obrázku 6.
 VA VB
0 1 2 3 4
Z1 Z1 Z1 Z1
Z2 Z2 Z2
! !   
# # #
Obrázek 6: Pøíklad n = 3






























VA(K2 + 4K + 3) + VB




































VB(K2 + 4K + 3) + VA
K3 + 6K2 + 10K + 4
#2












(0  x  3); (3.22)
odkud:
P12 = [8VA + VB]
2=441R
P22 = [VA + VB]
2=49R (3.23)
P32 = [8VA + 8VB]
2=441R
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3.1.5. Speciální hodnoty napìtí zdrojù
Pøi analýze symetrické ¾ebøíkové sítì, která modeluje vedení proudu, pøipou¹tíme kon-
krétní hodnoty napìtí VA a VB.
1. Pokud VA = VB > 0, sí» je symetrická a proud protéká, napøíklad, jak je naznaèeno
na Obrázku 6, pokud n je liché. Pokud je n sudé, prostøedním vertikálním odporem
neprotéká ¾ádný proud.
2. Pokud VA = VB, tak z matematického hlediska, je zajímavý pouze pøípad kdy n je
liché. Pak ve støedu sítì jsou elektrické charakteristiky (napìtí, vertikální proud a výkon)
nulové.
3. Kdy¾ VB = VA + V , kde  V mù¾e nabývat kladných i záporných hodnot a
V  VB; VA, dostáváme mírnì vychýlenou situaci a jako dùsledek se projeví malé rozdíly
v hodnotách elektrických parametrù. Toto je reálný pøípad a výpoèet nabývá praktického
významu: pokud jeden ze zdrojù nemá dostateèný výkon ( kvùli nedostatku energie), musí







; Vx = V
Bx 1
Bn



















(0  x  n) (3.25)
pak máme








(0  x  n) (3.26)




















To znamená, ¾e zmìna výkonu je silnì závislá na poètu bunìk n (poètu odbìratelù elek-
trické energie), pro nì¾ je vedení modelováno a je funkcí Fibonacci a Lucas èísel.
Pro pøípad kdy n = 3 a pro zmìnu 1% dostáváme
RPm = 2; 041W
 (3.29)
zatímco pro zmìnu 10% dostáváme
RPm = 0; 204mW
 (3.30)
v pøípadì 10 bunìk máme pro V = 10%
RPm = 2; 52nW
 (3.31)
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a pro V = 10%
RPm = 0; 25W
 (3.32)
Symetrická ¾ebøíková sí» s velkým poètem bunìk mù¾e být pova¾ována za dobrý mo-
del pro zkoumání chování elektrického vedení. Ve speciálním pøípadì, pro stejné odpory,
mohou být charakteristické vlastnosti vedení zapsány jako funkce Fibonacci a Lucas èísel.
3.2. Hmyz a rostliny
Èleny Fibonacciho posloupnosti se objevují ve strukturách mnohých druhù vy¹¹ích
rostlin. Poèet okvìtních lístkù u vìt¹iny rostlin (a¾ 89 u druhu astry Michaelmas daisy)
odpovídá tìmto èlenùm popøípadì èlenùm Lucasovy posloupnosti. Jiná souvislost se na-
chází v natoèení sousedních listù na stonku. Úhel 137; 5 lze vyjádøit jako limitní podíl
pøedcházejícího a následujícího èlenu Fibonacciho posloupnosti, tedy kdy¾ zlatým øezem
' vynásobíme plný úhel, dostaneme
360' = 222; 5;
co¾ je úhel vìt¹í ne¾ pøímý, mìli bysme jej tedy odeèíst od plného úhlu.
360   222; 5 = 137; 5
Tento úhel se nazývá zlatý. Uplatnìní Fobonacciho èísel ve fylotaxii je celkem známé,
proto se budu zabývat tématem známým ménì, a to vztahem Fibonacciho èísel k délce
druhù hmyzu sídlícímu na rostlinì (pcháè oset ).
Tabulka ukazuje pìt druhù hmyzu sídlícím na pcháèi:
Hmyz poèet délka(mm) odchylka(mm)
Diabrotica longicornius (bázlivec) 15 6,0 0,58
Plagiognathus (klopu¹ka) 13 3,7 0,23
Olibrus semistriatus (olibrus) 17 2,2 0,25
Orius insidiodus (hladìnka) 14 2,0 0,10
Frankliniella tritici(tøásnìnka) 15 0,9 0,12
Proto¾e rostliny mají omezený objem, hmyz mezi sebou bojuje o prostar na ní. Jiná
alternativa je, ¾e bojují o potravu, ale vzhledem k tomu, ¾e se jen zøídka setkáváme s rost-
linami ( v na¹em pøípadì je to pcháè ) znièenými hmyzem. Tuto alternativu zamítneme.
Soutì¾ení o vlastní prostor na rostlinì je dáno ekologickým a evoluèním mechanismem
zamìøeným na vyhýbání se fyzickému støetu s jinýmy druhy. Toto mù¾e být zrealizováno
pokud ka¾dý druh hmyzu vlastní urèité útoèi¹tì. Na rostlinì se mù¾e men¹í hmyz vy-
hnout vìt¹ímu vyhledáním ¹tìrbiny, do které vìt¹í nemù¾e vstoupit. Tímto se jednotlivé
druhy rozdìlily podle velikosti. Na pøíkladu jednoho páru hmyzu slo¾eného ze dvou druhù
- vìt¹í utlaèuje men¹ího, který bìhem evoluce zmen¹í svojí velikost. Pøedpokládáme tedy,
co se støetù týèe, ¾e spí¹ se men¹í hmyz vyhýbá vìt¹ímu ne¾ vìt¹í men¹ímu. Tímto zpùso-
bem bude nejvìt¹í hmyz sídlící na rostlinì urèovat celou posloupnost velikostí zbývajících
druhù na rostlinì.
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3.2. HMYZ A ROSTLINY
Na základì tìchto úvah pou¾ijeme Fibonacciho posloupnost neobvyklým zpùsobem.
Pokud pøedpokládáme, ¾e nejvìt¹í hmyz urèuje celou posloupnost délek, zaèneme na¹i
posloupnost pozpátku, nastavením prvního èlenu na délku nejvìt¹ího hmyzu. Pak mù¾eme
nadenovat na¹i posloupnost na základì prvního èlenu (u1) takto:
un = u1(')
n 1
kde ' je zaokrouhlená hodnota zlatého øezu: '=0,62.
Z daného prvního èlenu a explicitního zadání posloupnosti jsme nyní schopni schopni
dopoèítad zbylé èleny øady. Hodnotu prvního èlenu ( urèenou nejvìt¹ím druhem hmyzu)
nastavíme na 6,0 mm a dopoèítáme zbylé ètyøi délky ostatních druhù.






Z porovnání mù¾eme usoudit, ¾e pomìr délek dvou sousedních hmyzù v øadì, od
vìt¹ího k men¹ímu, aproximuje hodnotu 1,62. Tento pomìr mù¾eme brát jako koecient
urèující jak podobné mohou být délky hmyzu, ve vyu¾ití prostoru na rostlinì, ne¾ zaène
jedem vytlaèovat druhý.
Pokud bereme porovnání øad jako nenáhodné, mù¾eme dojít k hypotéze, ¾e velikost
útoèi¹tì okupovaného tìmito pìti druhy hmyzu, mù¾e být funkcí jejich délky. Pokud je
velikost okupovaného prostoru svázáno s délkou hmyzu konstantou (k), mù¾eme zavést







co¾ je vztah kvalitativnì identický k vztahu pro posloupnost délek hmyzu. Tedy uvedené
druhy hmyzu sídlí v úkrytech, které velikostí odpovídají Fibonacciho posloupnosti.
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4. Závìr
V bakaláøské práci byla prezentována zajímavá a ménì známá fakta o aplikacích Fibo-
nacci èísel a zlatého øezu v chemii a elektrotechnice. Rozmanitost výskytu Fibonacci èísel
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5. Seznam pou¾itých zkratek a
symbolù
' hodnota zlatého øezu
A nukleonové èíslo
Bn n-tý èlen Fibonacci posloupnosti
bn n-tý èlen Morgan-Voyce posloupnosti
Fn n-tý èlen Morgan-Voyce posloupnosti
I proud
Ln n-tý èlen Lucas posloupnosti
P výkon
R odpor
V napìtí
Z protonové èíslo
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6. Pøíloha
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